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Einige Sätze über ebene Elementarkurven. 
Von JULIUS v . SZ. NAGY in S z e g e d . 
!. Einleitung. 
Unter einer Kurve verstehen wir hier eine einzügige ebene 
Elementarkurve, d. h. eine einzügige stetige und geschlossene 
ebene Kurve, die aus endlichvielen konvexen Bügen, Elementar-
bögen, besteht und in jedem ihrer Punkte eine bestimmte, mit dem 
Berührungspunkte sich stetig ändernde Tangente hat. (Ein kon-
vexer Bogen oder Elementarbogen wird von jeder Geraden in 
höchstens zwei Punkten geschnitten und hat zwei Seiten : die kon-
vexe und die konkave Seite.) Die Kurve kann auch ins Unendliche 
gelangen, sie kann aber keine Winkelpunkte und keine Geraden-
stücke haben. 
Die Ordnung bzw. der Index der Kurve ist das Maximum 
bzw. Minimum der Punkte, in denen die Kurve von einer belie-
bigen Geraden der Ebene geschnitten wird. Ähnlicherweise lässt 
sich die Klasse bzw. der Klassenindex definieren. 
Es gilt der folgende bekannte Satz : 
Eine ebene Kurve ohne Punkt- und Tangentensingularitäten 
ist ein Oval, d. h. eine Kurve zweiter Ordnung und zweiter Klasse. 
A . K N E S E R hat bewiesen, dass die Kurven, die keine Spitze 
und keine Tangentensingularität oder aber keine Wendetangente 
und keine Punktsingularität haben, keinen Doppelpunkt bzw. keine 
Doppeltangente haben können. Diese Kurve sind also Ovale.') 
') A. K N E S E R : Einige allgemeine Sätze über die einfachsten Gestalten 
ebener Kurven, Math. Annatcn, 41 (1893), S. 349—376. Der Fundamentalsatz 
der Ovale wurde auch von J. HJELMSLEV bewiesen. (Om Grundlaget for Laeren 
om simple Kurver, Nyt Tidsskrijt f . Math., 18 (1907), S. 4 9 - 7 0 . ) 
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Wir beweisen diesen Fundamentalsatz der Ovale auf Grund 
der Eigenschaften der Gebiete, in welche die Ebene von der Kurve 
geteilt wird, einfacher und kürzer, als die bisher bekannten Be-
weismethoden. Ausserdem beweisen wir den folgenden Satz: 
Die ebenen Kurven mit Spitzen erster Art ohne andere Punkt-
und Tangentensingularitäten haben drei Spitzen und sind von der 
dritten Klasse. Ein entsprechender Satz gilt audi für die dualen 
Kurven.'2) 
Endlich sprechen wir eine Verallgemeinerung eines von uns 
bewiesenen Satzes über die Anzahl der gemeinsamen Tangenten 
von gewissen Elementarkurven aus.3) 
2. Der Fundamentalsatz über die Ovale. 
Es sei C eine Elementarkurve ohne Wende- und Doppel-
punkte in der Ebene, sie ist also paar. Die Ebene wird von ihr in 
zwei Gebiete geteilt, weil die Kurve sich nicht schneidet. Die 
Kurve C ist vom Maximalklassenindex, d. h. die Anzahl der Tan-
genten, die aus einem Punkte der Ebene an die Kurve gehen, ist 
entweder n oder n — 2, wenn n die Klasse der Kurve C ist. 
Bewegt sich ein Punkt in der Ebene, so kann sich die An-
zahl der Tangenten aus dem Punkte an die Kurve nur dann 
ändern, wenn der Punkt die Kurve durchschreitet. Die Änderung 
ist Zunahme bzw. Abnahme um Zwei, je nachdem ein konvexer 
Bogen von der konkaven Seite nach der konvexen bzw. in um-
gekehrter Richtung übertreten wird. 
Bewegt sich also ein Punkt P in dem einen Gebiete, so 
verändert sich die Anzahl der durch P hindurchgehenden Tangen-
ten der Kurve C nicht und es weichen die Anzahlen der Tangenten 
V 
s) Dieser Satz wurde von uns in den Math, und Naluriviss. Anzeiger 
der ungarischen Akademie der Wiss., 44 (1927), S. 420—433 bewiesen. Hier 
wird auch dieser Beweis vereinfacht und verkürzt. Ich habe diesen Satz zuerst 
am Anfang des Jahres 1921 bewiesen. Der duale Satz wurde von E. STEINFORS 
bewiesen: Commentationes phys.-math. Socielalis Sc. Fennicae, 1 (1923), Ab-
handlung 27, S. 1—5. Für paare Kurven wurde der duale Satz schon von 
C. JUEL bewiesen (Einleitung in die Theorie der ebenen Elementarkurven dritter 
und vierter Ordnung, Det Kgl. Danske Videnskabernes Seikskabs Skrifler, 1914, 
S. 123-167) . 
3) JULIUS V. SZ. N A O Y , Über einen v. SrAuirrschen Satz, diese Ada, 2 
(1924), S. 6 5 - 6 8 . 
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aus je einem Punkte der zwei Gebiete voneinander um zwei ab. 
Daraus folgt, dass man aus den Punkten des einen bzw. des 
anderen Gebietes die konvexe bzw. die konkave Seite der Ele-
mentarbögen der Kurve C erreichen kann. 
Wir nehmen jetzt an, dass die Kurve C auch keine Spitze 
hat. Wir bezeichnen diese Kurve, die also höchstens Doppeltan-
genten haben kann, mit C„. 
Es sei g eine Gerade, von der die Kurve C0 in den Punkten 
P,, P2, . . . geschnitten wird. Wir können annehmen, dass aus den 
Punkten der (endlichen oder unendlichen) Strecke |P,P 2 \ die kon-
kave Seite der Kurve C„ erreicht werden kann. Die Strecke ¡ P j / ^ j 
enthält also keinen Punkt der Kurve im Innern. Dreht man die 
Gerade g um einen Punkt Pa dieser Strecke, so kann keine der 
Strecken |QIQ2 | , in welche die Strecke \P^P2\ durch die Drehung 
überführt wird, einen Punkt der Kurve im Inneren enthalten und 
keiner der Punkte Qx und Q2 kann während dieser Drehung mit 
einem anderen Schnittpunkte der Geraden Q ,P 0 Q 2 und der Kurve 
zusammenfallen. 
Die erste Strecke |Q ,Q. | , die einen Punkt R der Kurve C0 
im Inneren enthielte, träfe nämlich die Kurve C0 in zwei in R 
zusammenfallenden Punkten. Der Punkt R ist kein Doppelpunkt, 
kein Wendepunkt und keine Spitze, er kann auch kein Berüh-
rungspunkt sein. Wäre nämlich R ein Berührungspunkt, so würde 
man in R von dem Punkt Pu ausgehend die konvexe Seite der 
Kurve erreichen. Dies ist aber unmöglich, weil man aus dem 
Punkte P„ die konkave Seite der Kurve erreichen kann, ohne die 
Kurve hindurchschreiten zu müssen. Aus demselben Grunde kann 
keiner der Punkte Q, und Q2 mit einem anderen Schnittpunkte 
der Kurve C0 und der Geraden Q iP a Qi zusammenfallen. 
Daraus folgt, dass die Punkte Pl und P, nach einer Halb-
drehung ineinander übergehen. Die Kurve C0 wird deshalb von 
jeder Geraden, die durch den Punkt P0 hindurchgeht, in zwei 
Punkten geschnitten. Daraus folgt, dass die Kurve C0 von jeder 
Geraden, von der sie überhaupt geschnitten wird, in zwei Punkten 
getroffen wird. Die Kurve C0 ist also ein Oval. 
Damit ist der Fundamentalsatz bewiesen. 
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3. Über Elementarkurven mit Spitzen erster Art und ohne 
andere Punkt- und Tangentensingularitäten. 
Ist Ci eine Elementarkurve, welche ausser r Spitzen erster 
Art keine andere Punkt- oder Taugentensingularität hat, so ist sie 
paar. Sie ist vom Maximalklassenindex und teilt die Ebene in zwei 
Gebiete Tu und Tx. Aus den Punkten des Gebietes T„ kann man 
die konvexe Seite der Elementarbögen der Kurve C, erreichen, 
aus den Punkten des Gebietes 7, aber die konkave Seite, wie 
am Anfang des vorigen Paragraphen bewiesen. 
Wir bezeichnen einen beweglichen Punkt der Kurve C, mit 
P und ihre Tangente mit p. Es gibt Tangenten p, von denen die 
Kurve ausserhalb des Berührungspunktes P getroffen wird. Im 
entgegengesetzten Falle wäre nämlich die Kurve C, ein Oval. 
Sind P, und P2 zwei Schnittpunkte der Tangente p mit der 
Kurve C, und ist | P , P 2 j die endliche oder unendliche Strecke der 
Tangente, die ausserhalb des Punktes P keinen anderen Punkt der 
Kurve C, in sich enthält, so liegen die Strecken | P , P 2 | alle im 
Gebiete Tu Wir bezeichnen die Teilstrecken von | P P 2 | mit den 
Endpunkten P und P, bzw. P und P2 mit |PP , | bzw. |PP 2 | Aus 
den Punkten der Strecken P , P 2 ! , | P P I | , | P P 2 | kann man die 
konvexe Seite der Kurve C, (in P, P, und P2) erreichen. In einer 
Spitze fällt der Punkt P mit einem der Punkte Px und P2 zusammen. 
Bewegt sich nun der Punkt P entlang der Kurve C,, so ent-
hält die Strecke | P I P 2 | ausser P keinen Punkt der Kurve. Die 
Punkte P, und P, bleiben während dieser Bewegung des Punk-
tes P verschieden und sind einfache Schnittpunkte der Kurve C, 
und der Tangente p, sofern sie von den Spitzen verschieden sind. 
Enthielte nämlich eine Strecke | P I P 2 | einen von P verschie-
denen Punkt der Kurve, so hätte die erste Strecke | P P 2 | , auf der 
ausser P, P, und P2 ein weiterer Punkt Q der Kurve liegt, in Q 
einen zweifach zu rechnenden Schnittpunkt mit der Kurve. Der 
Punkt Q kann aber kein Berührungspunkt und kein Doppelpunkt 
sein, weil die Kurve C, keine Doppeltangente und keinen Dop-
pelpunkt hat. Er kann aber auch keine Spitze sein, weil man aus 
den Punkten der Strecke | P | P 2 | die konvexe Seite der Kurve er-
reichen kann. Aus demselben Grunde kann der Punkt P, oder P2 
— ausgenommen den Fall, dass der Punkt P in eine Spitze fällt — 
kein mehrfacher Schnittpunkt der Kurve C, und der Tangente p sein. 
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Bewegt sich der Punkt P auf der Kurve C, in einem Sinne, 
so bewegt sich der Punkt Pi oder PA im entgegengesetzten Sinne. 
Der Punkt P, oder P2 kann nämlich seinen Bewegungssinn nicht 
ändern, weil die Kurve keine Wendetangente hat und sich nicht 
schneidet. Liegt der Punkt P genügend nahe einer Spitze A, so 
liegt der eine der Punkte P, und P, nahe der Spitze A und es 
bewegen sich der Punkt P und der entsprechende der Punkte P, 
und P2 in der Nähe von A in entgegengesetzten Sinnen.4) 
Wir nehmen jetzt an, dass die Kurve C\ wenigstens drei 
Spitzen A, B, C, ..., N hat, deren Aufeinanderfolge auf der Kurve 
A, B, C,..., N ist. Wir bezeichnen die singularitätenfreien Bögen 
zwischen zwei aufeinanderfolgenden Spitzen mit AB, BC,..NA. 
Beschreibt nun der Punkt P von dem Punkte A bzw. C 
ausgehend den Bogen AB bzw. CB und bezeichnet | P P , | die-
jenige Strecke, welche im Punkte A bzw. C verschwindet, so gehen 
die Strecken | P P , | in der Grenzlage B in dieselbe Strecke über. 
Während der Punkt P den Bogen AB durchläuft, beschreibt der 
Punkt P, von A ausgehend den einen Teil des Bogens CD... NA. 
Bewegt sich der Punkt P auf dem Bogen CB von C bis B, so 
beschreibt der Punkt P, den anderen Teil des Bogens CD...NA. 
Der Punkt P, kann aber nach dem Vorigen — ausgenommen die 
Anfangslage A bzw. C — durch keine Spitze hindurchgehen. Da-
raus folgt, dass die Kurve C, höchstens drei Spitzen haben kann. 
Die Kurve C: hat aber wenigstens drei Spitzen. 
Beschreibt nämlich der Punkt P von der Spitze A ausgehend 
die Kurve in einem Sinne, so läuft der zugehörige Punkt P, oder 
P2 im entgegengesetzten Sinne. Daraus folgt, dass es auf der 
Kurve ausserhalb des Punktes A wenigstens zwei Punkte gibt, 
in denen der Punkt P mit einem der Punkte P, oder P2 zusam-
menfällt. Die Kurve C, hat also wenigstens drei Spitzen. 
Aus dem Vorigen folgt, dass die Kurve C, von einer Tan-
gente p ausserhalb des Berührungspunktes P und der Punkte P, 
und P2 nicht getroffen wird und dass sie ausserhalb der Spitzen-
tangenten keine durch eine Spitze hindurchgehende Tangente hat. 
Daraus folgt, dass die Kurve C, von dritter Klasse ist, weil die 
Spitzentangente aus der Spitze eine dreifach zu rechnende Tangentr ist. 
Damit ist der ausgesprochene Satz bewiesen. 
V g l . C . JUEL, a . a. O . , S . 122. 
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4. Beweise auf Grund der Sätze über ebene Kurven 
von Maximalklassenindex. 
Für die ebenen Kurven von Maximalklassenindex gilt der 
folgende Satz5): 
Hat eine ebene Kurve C n-ter Klasse von Maximalklassen-
index r Spitzen erster Art, t Doppel- und w Wendetangenten (w = 0 
oder 1) und das Gesdiledit p, so bestehen die Gleidingen 
(G) r = n-2 + 2p und t+w= (" ~ 1) (" ~ 2) _ p 
Die Kurve C kann auch aus mehreren Zügen bestehen. Sie 
ist vom Geschlechte p, wenn das Gebiet der Ebene, aus dessen 
Punkten n — 2 Tangenten an die Kurve gezogen werden können, 
/7 -{- 1-facli zusammenhängend ist. 
Hat eine einzügige Kurve C keinen Doppelpunkt und keine 
Wendetangente, so ist sie von Maximalklassenindex, wie am An-
fang des zweiten Paragraphen bewiesen. Das Geschlecht dieser 
einzügigen Kurve ist entweder 0 oder 1. 
Aus dem vorigen Satze folgt also der Satz: 
Hat eine einzügige Kurve keinen Doppelpunkt, keine Wende-
tangente und r Spitzen erster Art, so ist sie von Maximalklassen-
index und hat entweder —X^ ^ Doppeltangenten, die Klassenzahl 
r-\-2 und das Gesdiledit 0, oder aber —^ ^ Doppeltangenten, 
die Klassenzahl r und das Gesdiledit 1. 
Aus diesem Satze folgen also für die Kurve C0 bzw. C, die 
Gleichungen : / = 0, n = 2, p = 0 bzw. r = 3, n = 3, p -•= 1. Damit 
sind die in der Einleitung ausgesprochenen zwei Sätze neu bewiesen. 
5. Über einen v. Staudtschen Satz. 
Wir haben den folgenden Satz bewiesen0): 
Haben die einziigigen Kurven C„, und C„ keinen gemeinsamen 
Punkt, keinen Doppelpunkt und keine Wendetangente und liegt die 
Kurve C,„ ganz im Endlichen, so ist die genaue Anzahl der gemein-
") JULIUS V. SZ. NAOV, Über die charakteristischen Zahlen einer Kurve 
vom Maximal-Klassenindex, Math. Annalen, 1 0 0 ( 1 9 2 8 ) , S . 1 6 4 — 1 7 8 . 
o) Vgl. die Fussnote 3). 
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saniert Tangenten der Kurven C,„ und C„ gleidi m. n, wenn aus 
einem Punkte der Kurve C,„ bzw. C„ n bzw. m getrenn'e Tangen-
ten an die andere Kurve gehen.") 
Es gilt aber auch der folgende Satz : 
Hat die im Endlichen liegende Kurve C,„ keine Wendetangente 
und wird sie von der Kurve C„ und von ihren Wendetangen'en 
nidit getroffen, so ist die genaue Anzahl der gemeinsamen Tan-
genten der Kurven C,„ und C„ gleidi ni. n, wenn aus einem Punkte 
der Kurve C,„ bzw. C„ ti bzw. m getrennte Tangenten an die andere 
Kurve gehen. 
Dieser Satz kann durch denselben Beweisgang bewiesen 
werden, wie der vorige speziellere Satz. In unserer angeführten 
Abhandlung ist auch dieser Satz bewiesen; er wurde aber nicht 
ausdrücklich ausgesprochen. Die Kurven C,„ und C„ sind in 
beiden Sätzen Elementarkurven, welche keine stazionären Tangen-
ten haben. 
(Eingegangen am 16. September 1930.) 
~) Dieser Satz wurde von uns für die Bestimmung der Anzahl der 
Doppeltangenten der Kurven vom Maximalklassenindex angewandt. Vgl. die 
in der Fussnote 4) zitierte Abhandlung. 
